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自己紹介
▍ 早瀬 友裕 ,  博士（数理科学）　
▍ 専門：数理科学 / 機械学習
▍ 根源的な面白がり : ランダム性や無限次元といった , 本来捉えきれないものを

有限の概念で捉え , 計算できるようにすること .
▍ ACT-X との関わり：１期生＋加速「自由確率論による深層学習の研究」
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研究軸と関連分野
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対称 /階層性

自由性 /ランダム行列

無限幅 /カーネル

汎化 /暗黙的帰納バイアス
ML CV RL
VR/HCI Math

関連分野
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1. 導入：研究軸と関連分野
2. 背景：汎化と暗黙的バイアス
3. 数理への回帰：自由群とランダム行列
4. FRP の紹介
5. 今後の発展

Total 41 pages



5

背景と問題意識
汎用的な機械学習モデルは、訓練環境と異なる状況でも高い性能を発揮すること ( 汎化 ) が求められる。
訓練とテスト環境に何らかの共通点を仮定して、モデルを対応させるのが帰納バイアス . ​

ところが、モデル構造が弱くても、 DNN が膨大なパラメータにも関わらず汎化性能を維持できるケースが存在 .  背景には、モデル設計に明示的に含まれていない、学習アルゴリズム全体の暗黙的帰納バイアスが働いていると考えられる .

機械学習研究者はさまざまなデータ（画像、言語、系列）において、モデルを汎化させる暗黙的バイアスを探してい
る . 　可搬性や汎用性、融合可能性を考えると、柔軟な暗黙的バイアスを選べることが重要ではないか？

創発的対称性・階層性： 明示的にモデル内部に組み込まなくても、学習アルゴリズムから創発される対称性・階層性

ー＞柔軟なバイアスの設計には高次統計量に気を配ると良いケースがあり、数理がその手掛かりとなる。
5
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背景 1: 汎化 / 暗黙的帰納バイアス
モデルと基礎レイヤー :

MLP:  full-linear
MLP-Mixer:  tensor of linear
Vision Transformer:  attention
CNN:  convolution
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• [T & R. Karakida, ICML2024]Understanding MLP-Mixer as a wide and sparse MLP
• [R. Karakida+, ICML2023]Understanding Gradient Regularization in Deep Learning: Efficient 

Finite-Difference Computation and Implicit Bias
• [G. Backman, NeurIPS2023]Scaling MLP: a talk of inductive bias
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次世代 AI のひとつの候補 : 言語だけでなく ,
様々な環境を認識しつつ自律的に行動できる
ような人工知能 : 
  LLM ・３ DCG 環境等 , ブラックボックス
関数として扱い最適化する必要性が増してい
る .

何が課題として残っている？ :
  環境・タスクに関する汎化 .

e.g. LLM

e.g. 3D/VR 
Game 

環境エージェント

行動

状態 , 報酬

背景 2:強化学習における汎化



8

強化学習の基本設定
MDP: Markov Decision Process 
 (S, A, R, P, \gamma)
POMDP: 部分観測マルコフ決定過程
環境の一部分しか観測できない . 
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メタ強化学習
メタ・ In-Context強化学習 : 小～中規模タスクで検証の段階

メタな状態表現と行動ポリシー 未知タスク
少数実行サンプル

素早い適応

e.g. Morad+,ICLR2023, 
Lu+, NeurIPS2023.

POPGYM での環境・タスク例 :
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In-Context RL
Meta-RL の一種 . 
学習後のモデルに少数の事例を見せ、（パラメータ更新なしで）未知タスクに適応さ
せる
例：囲碁将棋で学習させたあと、チェスの対局例を見せ適応させる
例：学習後の LLM にプロンプトで回答例を見せ適応させる
例：コントロールタスク・ボードゲーム・迷路などカテゴリーのことなるタスクで学
習後、新しいタスクの例を見せ適応させる
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状態の表現方法
MCTS: 広大な探索空間が得意 
(e.g. AlphaZero, AlphaGo)

S5 ( 状態空間モデル ), Mamba: 長
系列の扱いが得意 . 自然言語で話題
にあがるが、強化学習でも活用され
る .[Lu+, NeurIPS2023 ]

環境や行動を表す状態の適切な表現が必要で、木構造・状態空間モデルは有望
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状態表現にメタ的に共通する構造はなにか？
仮説 : 階層性 or 双曲性 .

木構造以外にも , これまで , 強化学習では
H双曲的な距離構造をいれることにより性
能が改善することが見えていた . 
しかし、基本的に双曲構造を明示的にいれ
るため、汎用性に乏しい
- 最新モデルにすぐに融合できない
- 弱めの帰納バイアスのほうが汎化が期待
される Figure from Cetin+ ICLR2023.
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背景 3 ：ドメインシフト
ドメインシフト：データセットを切り替えたときの latent の分布がずれること
Maximum Mean Discrepancy (MDD):
  source と target における分布間の距離
Maximum Classifier Discrepancy (MCD) [Saito+2018]: 
 classifier を使って , MDD を測る .  

MDD は二次統計量：系列データセットではMDDでは捉えきれないことがある
[ 後述 ]
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MCD+Bayes Regression 
[T+, 2019]
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高次相関・高次統計量
良く使われる相関・統計量

平均、分散、共分散、カーネル値 K(x,x’) 、分布間距離 (e.g. MMD)

高次相関
歪度、尖度、高次 cumulant,
カーネルの固有値分布 , 特異値分布
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背景 4: 深層回路の幅無限極限 
無限幅極限で出力 /勾配はガウス分布
出力： Neural Network Gaussian Process (NNGP)
勾配： Neural Tangent Kernel (NTK)

このジャンルで高次統計が必要になるケースがある :
 
▍  固有値分布
▍  4-th Cumulant
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背景まとめ
1) 暗黙的バイアスと汎化：暗黙的バイアスがほしい
2) 強化学習における汎化：双曲性や階層性がほしい
3) ドメインシフト：汎化を捉える上では高次統計量がほしい
4) 深層回路の幅無限極限：深層回路を理解する上で高次統計量が使われてきた

数理の話をしよう
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1. 導入：研究軸と関連分野
2. 背景：汎化と暗黙的バイアス
3. 数理への回帰：自由群とランダム行列
4. FRP の紹介
5. 今後の発展
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階層性 /双曲性のために丁度良いものが自由群
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自由モノイドと自由群
自由モノイド：生成元 a,b を用意して語をつく
り , 　積を語の連接で定義する :
 w=ab,  v=aaa   => wv = abaaa.
形式言語における言語は自由モノイドの部分集
合 . 
自由群：逆元もいれて、逆元が隣り合った時の簡
約だけは入れる . これら語の集合は群になり , 
自由群と呼ばれる .
その Cayleyグラフは木であり、 Gromov双曲
空間の代表例 .
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自由群は無限に階層性を持っている

a aa

ab

aab

aba
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Key Point: 線形化と有限次元化による汎用性
▍ 群のままでは使いづらい：ベクトル化して類似度をいれる（群ヒルベルト空間）
▍ 無限次元では計算できない：ランダム行列で近似する (Voiculescu, 86~)

ランダム行列 有限次元
* ランダム行列は、これまで深層学習の研究でも使われてきた : e.g. MFT/NNGP/NTK
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これまでは逆向きだった
▍ ランダム行列は、これまで深層学習の研究でも使われてきた : 

e.g. 深層回路の MFT/NNGP/NTK/DI （に関連する量）を、ランダム行列を自由群で近似
して計算する

ランダム行列 有限次元
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逆向きの例 : Dynamics & Learning Rate
▍ Dynamical Isometry 

Dynamical Isometry （ Jacobian Spectrum が１周辺に集中）を基準にして
設計すると , 超深層（＞ 10000 層）ネットワークも学習できる

▍ Fisher 情報行列
DNN の FIM は学習ダイナミクスの解析に使える . D.I. のもとで FIM の固有値が
最大固有値＝層数に集中す [T, Ryo Karakida, AISTATS2021]

▍ 学習率予測 . 
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漸近的自由性（内積 ver. ）

要するに、群の語の問題（いつ単位元になるか？）判定を表現先のランダム行列で再現し
たもの。これをまず群環上の計算に拡張し、次に作用素環に一般化すると Voiculescu の
漸近的自由独立性になります。
自由独立性は確率論の独立性と並列していて、たとえば自由独立なら分布が自由畳み込み
に分解するとか、自由中心極限定理（収束先は自由ガウス分布＝半円分布）も成立
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1. 導入：研究軸と関連分野
2. 背景：汎化と暗黙的バイアス
3. 数理への回帰：自由群とランダム行列
4. FRPの紹介
5. 今後の発展
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Free Random Projection
まずは IID 一様直交ランダム行列をサンプリング ( これは自由群の生成元を近
似 . ) ：

これらをかけ合わせて変換行列を構成：

 指数的パターンの変換行列が完成
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Free Random Projection 

学習中定期的にベースのランダム行列をサンプリング各環境には、語の分布からサンプリングして変換行列とする。
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Word Distribution
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環境ステップでの使い方
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予備実験
Cartpole （位置観測のみ） + Resettable 
S5( 状態空間モデル ) でのメタ強化学習実験 .
Depth の異なる Free Random Projection を
使って実験し比較 . （ depth=1 が従来手法 .)
→階層性が汎化へ好影響

自由群の Depth による汎化性能向上を確認 .
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他のタスクでの比較
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定量評価
▍ FRP ＋ GRU が Best であった。構造のないモデル＋暗黙的バイアスの入ったア

ルゴリズムが良い汎化を与えるというのは、深層学習のストーリーラインにのっ
ている
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FRP の階層性は本当に意味がある？可解モデルで検証
▍ Linearly Solvable MDP での実験：状態空間を格子と木で比較
▍ 木構造状態空間の方が、ワード長に適応して汎化誤差下がった。 FRP は状態空
間の構造に反応した！
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FRP の暗黙的バイアスを測る指標はあるか？
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有効次元
有効次元は汎化誤差バウンドの項の一つ。 FRP のワード長が長いほど有効次元
が小さく、汎化誤差が小さいと期待できる
＊有効次元の理論値も自由群で計算できる
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