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Self-attention と softmax の定義
長さ 𝑛 の入力ベクトル列 𝑥1, …, 𝑥𝑛 を, 学習する行列で変換する.

𝑞𝑗 = 𝑊 𝑄𝑥𝑗, 𝑘𝑗 = 𝑊 𝐾𝑥𝑗, 𝑣𝑗 = 𝑊 𝑉 𝑥𝑗
𝑞：query　𝑘：key　𝑣：value　𝑑𝑞𝑘：query / key の次元

𝑧𝑛,𝑗 =
𝑞⊤

𝑖 𝑘𝑗

√𝑑𝑞𝑘
, 𝑦𝑖 = ∑

𝑛

𝑗=1
𝑝𝑛,𝑗(𝛽)𝑣𝑗

𝑝𝑛,𝑗(𝛽) = softmax (𝛽𝑧𝑛)𝑗 = 𝑒𝛽𝑧𝑛,𝑗

∑𝑛
ℓ=1 𝑒𝛽𝑧𝑛,ℓ

位置 𝑖 を固定し, 文脈中の 𝑛 個の token から重み付き平均 𝑦𝑖 を求める.

逆温度 𝛽 は, 重みの集中度を調整するパラメータ.

文脈長 𝑛 が増えるとき, 逆温度 𝛽𝑛 をどう変えるか？

𝑛：文脈長（context length）. Vaswani et al. (2017), §3.2; Hayase & Karakida, §2.1.
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既存の逆温度スケーリングと指数の不一致
文脈長 𝑛 に応じて逆温度を 𝛽𝑛 ≍ (log 𝑛)𝜉 と伸ばす提案がある.
指数 𝜉 は仮定で異なる.

指数 𝜉 スコアの仮定・補正 文献
1
2 Gaussian logits の解析 Giorlandino & Goldt (2026)

Anson et al. (2025)

1 等相関配置 / LogN・SSMax Chen et al. (2025)
Bai et al. (2023), Nakanishi (2025)

2 YaRN の温度補正 Peng et al. (2023)

仮定が違えば指数も違う. スコア列から指数を読む枠組みが要る.

本研究：スコア列から臨界スケール Λ𝑛 を定義し, 指数を統一的に導く.

§2.2, Table 1.
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最大値からのギャップと累積個数（gap counting）

𝑔𝑛,𝑗 = 𝑧∗
𝑛 − 𝑧𝑛,𝑗, 𝑁𝑛(𝑡) = #{𝑗 : 𝑔𝑛,𝑗 ≤ 𝑡}

各 token のギャップ

0

1

2

3

1 2 3 4 5 6 7 8

𝑡 = 1

𝑔𝑗

Token 𝑗

ギャップが 𝑡 以下の個数

0

2

4

8

0 1 2 3 𝑡

𝑁(𝑡)

𝑁(1) = 4

𝑁(1) = 4：最大スコアを持つ token も含めて数える.

Definition 4.3. 𝑧∗
𝑛 = max𝑗 𝑧𝑛,𝑗.
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臨界スケール Λ の定義

0

log 2

log 4

log 8

0 1 2 3 𝑡

log 𝑁(𝑡)
Λ𝑡

臨界スケールの定義

Λ𝑛 ≔ sup
𝑡>0

log 𝑁𝑛(𝑡)
𝑡

階段全体を上から覆う
最小の傾き.
𝑁𝑛(𝑡) ≤ 𝑒Λ𝑛𝑡

この例では Λ = log 4.

重みの減衰 𝑒−𝛽𝑡 と, 個数 𝑁(𝑡) の増加が競合する.

Definition 4.4.
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逆温度と臨界スケール：二つの崩壊と予測

主定理
𝛽𝑛/Λ𝑛 → 0 ⟹ 𝐷𝑛 ≔ 𝑝𝑛,(1) − 𝑝𝑛,(2) → 0 上位 2 つが分離しない.
𝛽𝑛/Λ𝑛 → ∞ ⟹ 𝐻𝑛 ≔ − ∑𝑗 𝑝𝑛,𝑗 log 𝑝𝑛,𝑗 → 0 1 つに集中する.

スコアの Gaussian 性・独立性は不要. スコア列ごとに Λ𝑛 が決まる.

予測（対数べきの仮定）
𝛽𝑛 ≍ (log 𝑛)𝜉𝛽 , Λ𝑛 ≍ (log 𝑛)𝜉Λ  のとき, 二つの崩壊を避けるには 𝜉𝛽 = 𝜉Λ.

逆温度の指数 𝜉𝛽  は, スコアから読める Λ の指数 𝜉Λ と一致するはず.

Theorem 4.6（十分大きい 𝑛 で最大スコアの候補が 1 つ）, Corollary 4.8. 指数の一致であり, 𝛽𝑛 = Λ𝑛 ではない.
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等相関（simplex）配置のスケーリング指数
全 token のノルム 𝑞 と内積 𝜌 が共通. ギャップは Δ𝑛 = 𝑞 − 𝜌.

スコア行列 Σsimp
𝑛

𝑖 = 1

𝑛 = 8

1 行目：2, 1, …, 1

ギャップ

log 𝑁𝑛(𝑡)

log 𝑛

0 𝑡

Λ𝑡

0 Δ𝑛 = 1
1 → 𝑛 = 8

Λ𝑛 = log 𝑛
Δ𝑛

ギャップ Λ𝑛 指数 𝜉√
log 𝑛

√
log 𝑛 1

2
1 log 𝑛 1
(log 𝑛)−1 (log 𝑛)2 2

Λ𝑛 ≍ (log 𝑛)𝜉 の指数 𝜉 は, ギャップの変化で決まる.

§4.4. Σsimp
𝑛 = (𝑟2

𝑛 − Δ𝑛)𝐽𝑛 + Δ𝑛𝐼𝑛, Cowsik et al. (2025), Chen et al. (2025). ≍：定数倍を除いた比較.
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二階層ブロック配置の臨界スケール
大きさ 𝑚𝑛 のブロックに分割. ギャップはブロック内 𝛿𝑛, ブロック間 𝜏𝑛.

スコア行列 Σblock
𝑛

𝑖 = 1

𝑛 = 12, 𝑚 = 3

1 行目：4, 3, 3, 1, …, 1

ギャップ

log 𝑁𝑛(𝑡)

log 𝑚

log 𝑛

0 𝑡

Λ𝑡

0 𝛿𝑛 = 1 𝜏𝑛 = 3
1 → 𝑚 = 3 → 𝑛 = 12

Λ𝑛 = max{log 𝑚𝑛
𝛿𝑛

, log 𝑛
𝜏𝑛

}

近い集団の寄与 log 𝑚𝑛/𝛿𝑛 と
全体の寄与 log 𝑛/𝜏𝑛 の
大きい方.

log 3 > log 12
3 ：ブロック内の近い 3 候補が Λ を決める.

§4.4, Fig. 3. Two-level block-constant configuration.
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Qwen：PPL 最小の指数と Λ の指数
Qwen-7B-Chat / PG-19 書籍 PG-19 で, 次の token の予測性能 PPL を測る.

PPL は小さいほど良い.
𝜉∗

𝛽：逆温度の倍率 [log 𝑛/ log 8192]𝜉 の 𝜉 を
0.5 刻みで掃引し, PPL が最小になる 𝜉.
𝜉Λ：attention スコアの gap counting から
計算した理論値.

文脈長 𝜉∗
𝛽（PPL 掃引） 𝜉Λ（理論）

16,384 2.5 2.31 ± 0.10

32,768 2.0 1.76 ± 0.10

差は 0.3 以下で, 探索の刻みより小さい.
ともに文脈長とともに減少.

Fig. 1(a), Table 2. 学習時の文脈長は 8192. Proof-Pile-2 でも同様（補足 2）.
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nanoGPT：学習した逆温度の指数と Λ の指数
GPT-124M / SlimPajama 文脈長 1024 で 100k step 学習.

位置 𝑛 ごとの逆温度 𝛽𝑛 も学習する.
𝜉∗

𝛽：学習した 𝛽𝑛 を (log 𝑛)𝜉 で当てはめた最適値.
𝜉Λ：スコアの gap counting から計算した理論値.

Dataset 𝜉∗
𝛽（学習した 𝛽𝑛） 𝜉Λ（理論）

SlimPajama 0.35 ± 0.04 0.52 ± 0.03

OpenWebText 0.42 ± 0.05 0.69 ± 0.05

差は 0.17 と 0.27. 指数はどれも 1 未満で,
1 を超える Qwen と対照的.

Fig. 1(c), Table 2. 図は全位置の当てはめ, 表は 6 点の回帰. 25k step では差 0.12〜0.14（補足 3）.
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まとめ
1. 臨界スケール Λ𝑛 は, スコアの gap counting だけから決まる.
Λ𝑛 = sup𝑡>0 log 𝑁𝑛(𝑡)/𝑡. Gaussian 性や独立性は不要.

2. 二つの崩壊を避けるには, 指数 𝜉𝛽 = 𝜉Λ.
等相関配置では, ギャップの取り方で 𝜉Λ = 1/2, 1, 2 が実現する.

3. Qwen（𝜉 ≈ 2）と nanoGPT（𝜉 ≈ 0.5）で,
理論値 𝜉Λ が掃引の最適値 𝜉∗

𝛽  と 0.3 以内で一致.
逆温度のスケールは文脈長だけでは決まらず, スコアの構造で決まる.

今後の課題：モデルの構造や学習過程からスコアの分布を導く.

arXiv:2605.12697v1
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補足 1｜分配関数による主定理の証明

𝑍𝑛(𝛽) = ∑
𝑗

𝑒−𝛽𝑔𝑛,𝑗 = 𝛽 ∫
∞

0
𝑒−𝛽𝑡𝑁𝑛(𝑡) d𝑡

接触点から下界を得る
𝑍𝑛 ≥ 𝑁𝑛(Δ𝑛)𝑒−𝛽𝑛Δ𝑛

𝐷𝑛 ≤ (2
𝑒
) 𝛽𝑛

Λ𝑛
→ 0

包絡線から上界を得る

1 ≤ 𝑍𝑛 ≤ 𝛽𝑛
𝛽𝑛 − Λ𝑛

→ 1

上界には 𝛽𝑛 > Λ𝑛 が必要.

𝐻𝑛 = log 𝑍𝑛 − 𝛽𝑛
𝑍′

𝑛
𝑍𝑛

𝐻𝑛 → 0 を示すため, 微分項も評価する.

Theorem 4.6 の証明. 十分大きい n での評価. 左は逆温度と Λ の比が 0 に, 右は無限大に向かう極限.
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補足 2｜Qwen の評価条件と推定方法
Dataset 文脈長 𝜉∗

𝛽 𝜉Λ 除外率

PG-19 16k 2.5 2.31 ± 0.10 7.4%

PG-19 32k 2.0 1.76 ± 0.10 8.8%

Proof-Pile-2 16k 2.5 2.33 ± 0.11 6.8%

Proof-Pile-2 32k 2.0 1.74 ± 0.11 7.2%

補正倍率：𝑚(𝑛; 𝜉) = [max(1, log 𝑛
log 8192)]

𝜉
.

各評価文脈長で 4 位置を測定し, log 𝑋 の平均を log log 𝑛 に回帰.
現在の層の倍率を掛ける前のスコアを用いる. 前の層の温度は表現に影響する.
±：bootstrap IQR の半幅, B=200, 再標本化の単位は(layer, head).
最大値が同点となる行を除外：𝜀 = 10−6, log10 Λ > 5.

Table 2, §4.5, 実験付録. 16k=16,384, 32k=32,768. 𝜉∗
𝛽（PPL 最小の指数）に区間推定はない.
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補足 3｜nanoGPT の学習逆温度と臨界スケール
Dataset 学習 step 𝜉∗

𝛽 𝜉Λ
SlimPajama 25k 0.40 ± 0.03 0.54 ± 0.03

SlimPajama 100k 0.35 ± 0.04 0.52 ± 0.03

OpenWebText 25k 0.46 ± 0.05 0.57 ± 0.04

OpenWebText 100k 0.42 ± 0.05 0.69 ± 0.05

学習した逆温度の指数を推定する. PPL 最小化とは異なる.

6 位置 𝑛 = 64, 128, 256, 512, 768, 1024 で OLS 回帰.
𝛽 の±は OLS 標準誤差, Λ の±は bootstrap IQR の半幅.
学習時の seed は各設定 1 つ. 3 つの評価 seed は独立な学習試行ではない.
Fig. 1 の全位置 MSE フィットによる指数 0.4–0.5 とは, 推定方法が異なる.

Table 2, 実験付録. GPT-124M, 文脈長 1024, learned absolute PE. 最大値の同点を除外.
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補足 4｜対数べきスケーリングと指数の一致
対数のべきで表されるスケーリングを仮定する.

𝛽𝑛 ≍ (log 𝑛)𝜉𝛽 , Λ𝑛 ≍ (log 𝑛)𝜉Λ

𝜉𝛽 < 𝜉Λ ⟹ 𝛽𝑛/Λ𝑛 → 0, 𝜉𝛽 > 𝜉Λ ⟹ 𝛽𝑛/Λ𝑛 → ∞
この仮定の下で, 二つの崩壊をともに避けるには 𝜉𝛽 = 𝜉Λ が必要.

これは指数についての必要条件であり, 𝛽𝑛 = Λ𝑛 とは異なる.
係数の値や, 崩壊を避けられることまでは保証しない.

接点からの分解：Λ𝑛 = 𝛼𝑛 log 𝑛
Δ𝑛

, 𝜉Λ = 1 + 𝜉𝛼 − 𝜉Δ.

Δ𝑛：最大の接触ギャップ, 𝑁𝑛(Δ𝑛) = 𝑛𝛼𝑛 . 各指数が存在する場合.

Definitions 4.4–4.5; Corollaries 4.8–4.9. 漸近的な指数と有限範囲の推定値も区別する.
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